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Ejercicios de Variedades Topolégicas y Diferenciables

. Demuestra que todo abierto no vacio de R™ es la unién numerable de bolas cerradas.

Demuestra que todo subconjunto cerrado de R™ es la unién numerable de compactos.
Demuestra que los conjuntos M, xpn (1, R) vy My, xn(m,R) son abiertos en M, x,(R), donde

Monsin(k,R) = {A € Myxn(R) | rank(A4) = k}.

. Sea M una m-variedad. Demuestra que M es un espacio localmente compacto y localmente conexo.

Sea M una m-variedad. Demuestra que si M es conexa, entonces es conexa por trayectoria.
Sea M una m-variedad compacta. ;Existe un atlas con una sola carta?

n+1
de S™ es suave.

Demuestra que el atlas {(UZF, ¢Z:»t}i:1

El espacio proyectivo RP™ también se puede considerar como el espacio cociente de R"*1\ {0} modulo
la relaciéon de equivalencia ~, donde x ~ ¥y si, y sélo si existe A % 0 tal que y = Ax. Sea 7 :
R\ {0} — R**1\{0}/ ~ la proyeccién canénica en el cociente y para R**1\{0}/ ~ consideramos
la topologia cociente determinada por .

a) Demuestra que R"™1\{0}/ ~ es homeomorfo a RP".
b) Demuestra que U; = {[z] | z; # 0}, para cada 1 < i < n + 1, es abierto en R**1\{0}/ ~.
c¢) Definimos la funcién ¢; : U; — R™ por ¢;([z]) = I%,(xl, ooy Tim1y Tig1y -, Tnt1), Para cada
1 <i<n+ 1. Demuestra que {(U;, ;) }70! es un atlas suave en R**1\{0}/ ~.
Considera la banda infinita [0, 1] x R. Sea ~ la relacion de equivalencia en [0, 1] x R tal que identifica

(0,y) con (1,—y). Sea M = [0,1] x R/ ~ (la banda de Mébius infinita) el espacio cociente y sea
7 :]0,1] x R — M la proyeccién candnica. Demuestra que M es una 2-variedad.

Sea N una variedad de dimensiéon N. Demuestra que si M C N es una subvariedad de N de
dimensioén n, entonces M es un abierto de N.

Sean Ny y Ny variedades. Demuestra que si My C Ny y My C N, son subvariedades, entonces
My x My C N7 x Ny es una subvariedad de N7 x Ns.

Sean fi : M — N1y fo : M — N> funciones entre variedades y f : M — N; x Ny dada por
f() = (fi(p), f2(p)). Demuestra que f es suave si, y s6lo si f1 y fa lo son.

Sean f: My — Ny y g: My — Ny funciones entre variedades y f X g : M1 x My — Ny x Ny dada
por (f x g)(p,q) = (f(p),g(q)). Demuestra que f x g es suave si, y sélo si f y g son suaves.

Sea M una variedad de dimensién m. Definimos la diagonal en M x M como A := {(p,p) € M x M }.
Demuestra que A con la topologia relativa es difeomorfa a M.

Sean M una variedad suave de dimensién m con estructura suave D, N un espacio topoldgico y
f: M — N un homeomorfismo. Demuestra que a IV se le puede dotar de una tinica estructura suave
Dy tal que f es un difeomorismo.

Demuestra que si f : M — N es un difeomorfismo local y f es inyectiva, entonces f es un difeomor-
fismo sobre un abierto de N.
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Demuestra que si f : M — N es un difeomorfismo y Z C M es una subvariedad de M, entonces
f(Z) C N es una subvariedad de N.

Demuestra que S! es difeomorfa a RP*.

Demuestra que S” x R es difeomorfa a R"1\{0}.

$2 2

2 . .
zo 4 ¥ — 2 es una variedad difeomorfa a S! x R.
a b c

Demuestra que H = {(ZL‘, y,z) € R3

Demuestra que FE = {(x,y, z) eR?

‘% + %j + ‘z—; } es una variedad difeomorfa a S%.

Generaliza la proyeccion estereografica para definir un difeomorfismo de S"\{e,+1} a R™.
Demuestra que M = {(z,y) € R? | z > 0, y > 0} es una variedad suave de dimensién 2 con frontera.
Sea M = {(x,y) € R? | 2% — 42 > 0}.

a) Calcula la frontera topolégica de M.

b) Demuestra que M\{(0,0)} es una variedad suave de dimensién 2 con frontera y calcula OM.

Sea M una variedad suave de dimension m con frontera. Demuestra que si M es compacta, entonces
OM es compacta.

Da un ejemplo de una variedad suave M de dimensién m con frontera tal que M sea compacta
pero M no lo sea.

Sean N una variedad de dimensién n, M C N una subvariedad de N de dimensién my ¢ : M — N
la inclusién. Demuestra que ¢ es suave y que di(p) : T,M — T,N es inyectiva para cada p € M.

Sean M una variedad de dimensiéon m y U C M un abierto. Demuestra que T,U = T, M para cada
peU.

Resuelve lo siguiente:

a) Calcula T,S!, donde p = (%, %)
1

b) Determina una base para T,,S?, donde p = (%, —%, %)
Sea f: M — N suave y p € M. Demuestra que df (p) : Tp(M)g — Ty (N)g es lineal.

Sean Mj y My variedades y (p,q) € My x Ms. Sean ), : My — My x My y 14 : My — My x My tales
que tp(y) = (p,y) v tq(x) = (, ¢). Demuestra que ¢, y ¢4 son suaves y determina d(¢p)(p) vy d(¢q)(q)-

Sean M y My variedades, y m; : M1 x My — M;, para i = 1,2, las proyecciones. Demuestra que

(dm1(p), dm2(q)) : Tip,q) (M1 x Ma) — T), My x Ty Ma, tal que (dmi(p), dm2(q))(v) = (dmi(p)(v), dra(q)(v))
define un isomorfismo entre T(, ;) (M1 x Ma) y Tp,My x Ty M.

Sean M y N variedades y f : M — N suave. Demuestra que F' : M — M x N dada por F(p) =
(p, F(p)) es suave y determina dF(p) : TyM — T, M x Ty, N.

Demuestra que:

a) TS! es difeomorfo a S! x R.
b) TT? es difeomorfo a T? x R2.

Sea M una variedad de dimensién m. Demuestra que la proyeccién 7 : TM — M es suave.
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36. Sea f : M — N suave. Demuestra que f induce una funcién suave df : TM — TN tal que el
siguiente diagrama conmuta:

™ —% TN

|
M —— N

37. Sea M C R" una subvariedad de R™. Demuestra que:

TM = {(z,v) € M x R | v € T,M C R"}.
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