Topologia Diferencial I
Transversalidad

Victor Alfredo Milchorena Gonzdlez

16 de Abril de 2024

. Demuestra que

a) Si f y g son inmersiones, entonces su producto f X g también lo es.
b) Si f y g son inmersiones, entonces su composicién f o g también lo es.

¢) Cuando dimM = dimN, las inmersiones f : M — N son lo mismo que los difeomorfismos locales.
. Demuestra que

a) g:R — S! tal que g(t) = (cos 27t,sin 27t) es un difeomorfismo local.

b) G :R? — S! x St tal que G(t) = (g(t),g(t)) es un difeomorfismo local. Adem4s, si L C R? es una recta,
entonces G : L — S! x S! es una inmersién.

¢) Si L C R? tiene pendiente irracional, entonces G es inyectiva sobre L.
. Determina en qué puntos la funcién f : R? — R? dada por

flay) = (@ + v 2%y + v, 2" —y?),
es una inmersion.

. Determina en qué puntos la funcién f : R?® — R2? dada por

[z y,2) = (zyz,x +y + 2),
es una sumersion.
. Sea f:R? — R3 dada por f(z,y) = (22 + y%, 2y + y2, 2% — 32).
a) Encuentra el mayor abierto de R? en el cual f es una inmersion.
b) Determina f(R?).
c¢) Determina f~!((a,b,c)), para cada (a,b,c) € f(R?).
)

d) Determina un abierto U C R? tal que fl» sea una inmersioén inyectiva y que no esté contenido estricta-
mente en otro abirto que tenga la misma propiedad.

. Sea f:R3 — R? dada por f(z,y,2) = (22 + 3% + 22, xy).

a) Encuentra el mayor abierto de R? en el cual f es una sumersion.
b) Determina f(R3).

¢) Determina f~1((a,b)) para cada (a,b) € f(R?). Determina cuéles de éstos subconjuntos son subvarieda-
des de R3.

. Sea f : RP? — R® dada por f([z,y,2]) = (zy,z2,yz).

a) Demuestra que f es una funcién suave bien definida.

b) ;Es f inyectiva? ;Es f una inmersién?

. Demuestra que si M y N tienen la misma dimensién y f es un encaje, entonces f es una funcién abierta.
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Demuestra que si f : N — M es un encaje y ademas N es compacta, M es conexa y N y M tienen la misma
dimensién, entonces f es un difeomorfismo entre M y N.

Sea g : RP?* — R* dada por g([x,y,2]) = (xy,x2,y2, 7). (Es g un encaje o una inmersién?

Determina cudles de los siguientes subconjuntos son subvariedades de clase C" de dimensién k& de R™ para
algun n, indicando r y k en los casos favorables.

a) M ={(z,y,2) € R3 | 2° + 3 — 23 + 22yz = 1}

)
b) M ={(z,y,2) eR® | 2?2+ 92+ 22 =1, —v +y—2° — 22 = —2}.
c) M ={(z,y) e R? | y = [z]}.
d) M ={(cost,sint,3t) | t € R}.
M:

{<1+t2’ 1+tt2) > ’ tew}'

Demuestra que si f : M — N es un encaje, entonces df : TM — TN es un encaje.

et 4ot et — et _ ]
5 5 es un encaje. Demuestra que su imagen es

Demuestra que f : R — R? dada por f(t) = (
una rama de la hipérbola 22 — y? = 1.
Demuestra que f : R — R? dada por f(t) = (t,2,3) encaja R en R3.

Da un encaje f: St x St — R3.

Sea f :S! — R? dada por f(x,y) = (2xy,y). Demuestra que f es una inmersién pero no una sumersion.
Sea f: M — N una sumersiéon. Demuestra que f es una funcién abierta.

Demuestra las siguientes afirmaciones

a) Si M es compacta y N es conexa, entonces toda sumersién f : M — N es suprayectiva.

b) No existen sumersiones de variedades compactas en espacios euclideanos.

Sea f: R* — R? tal que f(z,y,z,u) = (22 +y,2% + y* + 22 + u® + y). Demuestra que (0,1) € R? es un valor
regular de f y que f~1((0,1)) es difeomorfo a S?.

Sea f: R? — R tal que f(z,y) = 2> + 2y + y>. ;Para qué valores de a € R es f~!(a) una subvariedad de R??

Sean a € Ry M, = {(z,y) € R? | y?> = z(x — 1)(z — a)}. ;Para qué valores de a es M, una subvariedad de
R2?

Demuestra que T70(n) = {A € Mpxn(R) | A= —AT}.
Demuestra que

a) SL(n) = {A € Myuxn(R) | det(A) = 1} es una (n? — 1)-variedad.
b) TiSL(n) = {A € M,xn(R) | tr(A) = 0}.

Demuestra que Maxa(1,R) es una 3-subvariedad de Max2(R).
Sea f: R® — R dada por f(x,y,2) = 2% + y?> — 2°.

a) Dados por a,b € RT, muestra que f~'(a) y f~1(b) son variedades difeomorfas.
b) Calcula T, f~!(a) en z € f~(a).

Sea P = {(z,y,2) € R® | 22 + y* — 22 = a, a > 0}. Calcula T,,P, donde = = (1/a,0,0).

Sean A € M,,x,(R) una matriz simétrica y b € R — {0}. Demuestra que M = {zr € R" | 27 Az = b} es una
(n — 1)-subvariedad de R™.
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Considera al subconjunto de "*!

n

Zziz:Oy zn:zizi:2}.
i=0

M= {(zo,...,zn) entl
i=0

Demuestra que M es una (2n — 1)-variedad.
Sean f : R? — R3 dada por f(z,y) = (z,y,22 + y?) y Z = R? x {1} C R3. Demuestra que f M Z v calcula

T,(f~1(2)), donde p = <—\}§ %)

Sean f : R?® — R? dada por f(x,y,2) = (2% +9%,22+1) y Z = {(z,y) € R? | x = y} C R% Demuestra que
f M Zy calcula T,(f~*(Z)), donde p = (1,1, 1).

Sean f: M — Ny g: N — W funciones suaves entre variedades y Z C W subvariedad. Supén que g M Z.
Demuestra que f M g~ (Z) si, y sélosi (go f) h Z.

Definicion. Sean M y N subvariedades de W. Sea i : N — W la inclusién, entonces i N M si, y sélo si

T,(N)+T,(M) =T,(W) para todo p € N N M. En este caso, se dice que M y N son transversales y se denota
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como N rh M.

Sean M y N subvariedades transversales de W. Demuestra que si p € N N M, entonces T,(N N M) =
T,(N)NT,(M).
Demuestra lo siguiente
a) Sean L : R™ — R"™ y V C R"™ un subespacio vectorial. Entonces L Y si, y s6lo si T,(R™) +V =R"™.
b) Si Vy W son subespacios vectoriales de R™, entonces V th W simplemente significa que V+ W = R"™.

[ Cudles de los siguientes subespacios vectoriales tienen interseccién transversal?

a) El plano XY y el eje Z en R3.

b) El plano XY y el plano generado por {(3,2,0),(0,4,—1)} en R3.
c) El plano generado por {(1,0,0),(2,1,0)} y el eje Y en R3.

d) R* x {0} y {0} x R! en R" (esto depende de k, [y n).

e) R¥ x {0} y R! x {0} en R™ (esto depende de k, | y n).

f) V x {0} y la diagonal en V x V.
g) Las matrices simétricas y antisimétricas en M, xn(R).

Sean V un espacio vectorial y A C V x V su diagonal. Sean L : V — V lineal y W = {(v, L(v)) | v € V} su
gréfica. Demuestra que W h A si, y sélo si 1 no es valor propio de L.

;Para qué valores de a ocurre que el hiperboloide definido por 22 + 32 — 22 =1y laesfera 2> + 4> + 22 =a
tienen interseccién transversal? ;Cémo se ve la interseccion para diversos valores de a?

Responde lo siguiente.
2
a) Sea f : R? — {(0,0,2)} — R dada por f(z,y,z) = (2 — a2 —|—y2> + 22, Demuestra que 1 es valor
regular de f. Identifica la variedad M = f~1(1).
b) Demuestra que N = {(z,y,2) € R3 | 22 4+ y? = 4} es variedad y que M  N. Identifica M N N.

¢) Demuestra que M no es transversal a N = {(z,y,2) € R® | 2% + y? = 1}. (Es M N N una variedad?
d) Demuestra que M no es transversal a N = {(z,y,2) € R3 | x = 1}. (Es M N N una variedad?

Sean M, N y Z variedades suaves y sean f : M — N y g : Z — N suaves, tales que para todo p € M y
g€ Z, con f(p) =g(q) =7, se cumple que

df (p)(T,M) + dg(q)(TyZ) = T,N.

Demuestra que {(p,q) € M x Z | f(p) = g(¢)} es una variedad suave.
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Definicién. Una variedad N es contraible si su aplicacién identidad es homotdpica a una constante.

Demuestra que N es contraible si, y sélo si todas las aplicaciones de una variedad arbitraria M en N son
homotopicas.

Definicién. Una variedad M es simplemente conexa si es conexa y cada aplicacién de S' es homotépica a una
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aplicacién constante.

Demuestra que todos los espacios contraibles son simplemente conexos.
Sea M una variedad compacta. Demuestra que los difeomorfismos en C*° (M, N) son una clase estable.
Sea A C R™ un conjunto de medida cero. Demuestra que A x R™ tiene medida cero en R™+7,

Supén que m < n y sea M una subvariedad de dimensiéon m de una variedad N de dimensién n. Demuestra
que M tiene medida cero en N.

Supén que m < ny sea f: M — N suave. Demuestra que f(M) C N tiene medida cero.

Demuestra que S™ es simplemente conexa si n > 1.
Sugerencia. Si f : St — S™ y n > 1, el teorema de Sard proporciona un punto p ¢ f(S!). Ahora utiliza la
proyeccion estereografica.



