Topologia diferencial 1

1. Cuestionario diagnéstico

Ejercicio 1
En cada uno de los siguientes incisos, di si existe una
funcién con las propiedades requeridas. Si es posible,
intenta dar un ejemplo explicito de dicha funcién.

(a) Una funcién f : R?> — R? que sea biyectiva,
continua y con inversa continua (es decir, un
homeomorfismo), diferenciable y que su inversa
no sea diferenciable

Una funcién f : R — R diferenciable y con de-
rivada no nula en todo punto de su dominio, tal
que su imagen sea compacta.

Una funcién f : R — R? diferenciable y con de-
rivada no nula en todo punto de su dominio, tal
que su imagen sea compacta. (Igual que en el
caso anterior, pero el codominio es R?)

(d)

Igual que el inciso anterior, pero que la funcién
sea inyectiva

Ejercicio 2

Sea X := {(z,|z|)|r € R)} la grafica de la funcién
valor abosoluto.
y
X
(a) Puede existir una funcién diferenciable

f:R — R? cuya imagen sea el conjunto X.

(b) Igual que el inciso anterior, pero ademds que la
derivada de la funcién no se anule en ningin
punto.

Ejercicio 3
Para cada uno de los siguientes subconjuntos X
de R? di si puede existir una funcién diferenciable
f : R? = R tal que la preimagen del cero de dicha
funcién sea el conjunto dado. Es decir f~1(0) = X.
;Puede ser que la funcion tenga derivada no nula en
todo punto del dominio?

(a) X ={(z,y) eR? | 2? =y}
(b) X ={(z,y) eR* | 2® +y? =1}
(€) X ={(z,y) eR? |y =0}
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Ejercicio 4
Sea V un espacio vectorial real de dimension finita
y sea T : V — V una transformacién lineal. En ca-
da una de las siguientes afirmaciones escribe V si la
afirmacién es verdadera, o F si es falsa.

(a)

Si T es inyectiva, entonces es suprayec-

tiva.

(b) Si T es suprayectiva, entonces es inyec-
tiva.

(c) Si T es biyectiva, entonces su inversa es
lineal.

(d) Existe una base 8 para V en la que la
matriz [T]g es diagonal.

Existen bases 5 y v para V en las que la
matriz [T} es diagonal.
(f) Existen bases 8 y v para V en las que
la matriz [T} es diagonal y tnicamente tiene
ceros o unos en la diagonal.

El espacio vectorial V' es isomorfo a algiun
R™.
Existen transformaciones lineales biyec-
tivas ¢ : R” - V y ¢ : V — R"™ tales que:

y la transformacién 7 estd dada por:

n(x1, T, Try Tpg 1y -y Tpn) = (T1,Z2, ..., X, 0,...,0)

donde r es algiin nimero natural entre cero y n.

Ejercicio 5
Sea f : R™ — R una funcién diferenciable y sea « :
[—1,1] — R™ una curva diferenciable. Sea v = 4(0) el
vector velocidad de «y en el cero y sea M = J (o) f la
matriz jacobiana de f en el punto v(0). En cada uno
de los siguientes casos explica qué se puede deducir
sobre M - v:

(a) Si f o~y es constante

(b) 07(0) < feor(1)
(¢) Si f o~ es creciente
(d) Si f o~ es estrictamente creciente

Ejercicio 6
Para cada inciso, exhibe un ejemplo de una funcién
f : R = R que cumpla con las propiedades requeri-
das o argumenta por qué no puede existir:
(a) que sea C° pero no C*

(b) que sea C! pero no C?
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(¢) como en el inciso anterior, pero ademés que sea mas que tenga derivadas continuas de todos los
identicamente cero para todo x < 0 y que sea ordenes
positiva para todo x > 0

(d) que sea identicamente cero para todo z < 0y (e) para cada entero positivo k, una funcién que sea
que sea positiva para todo x > 0 , pero ade- C* pero no Ck+1
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