Topologia diferencial 1

Tarea 9

Lista completa de ejercicios

Ejercicio 1 2 puntos

Sea V' un espacio vectorial de dimensién finita.

Demuestra que existe una tnica transformacion lineal ¢ :
TE(V) — R tal que t(v ® a) = a(v).

Si T € L(V,V) es una transformacién lineal que en algu-
na base 8 de V esta dada por una matriz M, y wr es el
(i)—tensor que naturalmente corresponde T, calcula ¢(wr)
en términos de M.

Ejercicio 2 2 puntos

Sea V un espacio vectorial de dimension finita.

Considera la funcién A : Tg(V) x Tg(V) — A?(V) dada por
Aa,B) = 3 (a® B — B®a). Es comtin escribir a A 3 en
vez de Ao, B).

Demuestra que dicha funcién estd bien definida, que es bi-
lineal y adema&s antisimétrica, es decir: a A B = —F A a.

Demuestra que si {1, ..., a,} es una base para Tg (V), en-
tonces el conjunto:

{ai AN agtic

es una base para A%(V).

Ejercicio 3 2 puntos

Sea V un espacio vectorial de dimension finita.

Decimos que una forma bilineal w € Tg(V) es no-
degenerada si para todo vector no nulo v € V existe algin
otro vector w € V tal que w(v,w) # 0.

Demuestra que si w es una forma bilineal alternante y no-
degenerada, entonces la dimensiéon de V' es par y ademds
existe una base para V vy, wq, v, wa, ..., Un, Wy, tal que se
cumple:

wv,w) =1

w(w;,v;) = —1

y
w(w;,v;) =0

en los demés casos.

Ejercicio 4 2 puntos

Sea V' un espacio vectorial de dimensién finita.

Demuestra que existe una tnica transformacién lineal o :
TE(V) — TE(V) tal que

1
0(a®w):§(a®w+w®a).
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Fecha de entrega 10 de octubre de 2024

Puntos requeridos 5

Puntos maximos posibles 34

A la imagen de o se le llama el espacio de tensores simé-
tricos y se denota S?(V) y al niicleo se le llama el espacio
de tensores alternantes y se denota A%(V). A partir de una
base para V' encuentra bases para dichos espacios y calcula
su dimension.

Ejercicio 5 2 puntos

Sea f: X — Y una funcién entre dos variedades. Demues-
tra que el rango de f es localmente no decreciente.

Ejercicio 6 3 puntos

Considera la funcién f,, : C — C dada por

fn(z) = 2"

Demuestra que esta funcién se extiende a una tnica funcién
diferenciable F,, : S — S? mediante la proyeccién estereo-
grafica.

Para cada n € N, calcula la diferencial de F;, y encuen-
tra los puntos criticos, valores criticos, valores regulares y
conjuntos de nivel.

Ejercicio 7 2 puntos

Sea X una k-variedad y p € X.

Demuestra que la funcién
ev : M, /M2 x Derp(X) — R

dada por ev([a],0) = 0(«) es un apareamiento bilineal
bien definido y no degenerado entre los espacios vectoriales
M, /M2 y Der,(X), por lo que induce un isomorfismo entre
oM, /M-y Dery(X)*.

Ejercicio 8 2 puntos

Demuestra que si f : X — Y es una inmersién inyectiva
con X una variedad compacta, entonces su imagen es una
subvariedad de Y y f es un difeomorfismo entre X y dicha
subvariedad.

Ejercicio 9 2 puntos

Exhibe un ejemplo de una variedad X de dimensién por lo
menos 2, una variedad Y de dimensién por lo menos 3, una
subvariedad Z de Y de dimensién por lo menos 2 y una
funcién f : X — Y que no sea transversal a Z pero que
la preimagen f~!(Z) sea una subvariedad de la dimensién
correcta.
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Ejercicio 10 2 puntos

Sea T : V — V un endomorfidmo lineal de un espacio vec-
torial de dimensién finita y sea A C V x V la diagonal.
Demuestra que W = {(v,Tv)|v € V} es transversal a A si
y solo si 1 no es valor propio de T'.

Ejercicio 11 2 puntos

Sean f: X - Y yg:Y — Z dos transformaciones diferen-
ciables entre variedades lisas. Sea W una subvariedad de Z
y asume que g es transversal a W.

Sea Z una subvariedad de Y y asume que f es transversal
az.

Demuestra que f es transversal a g~ (W) si y solo si go f
es transversal a W.

Ejercicio 12 3 puntos

Sea f : X — X una transformacién diferenciable de una
variedad en si misma. Si p € X es un punto fijo de f,
decimos que es de Leftscetz si 1 no es valor propio de
D,f : T,X — T,X. Si todos los puntos fijos de f son de
Lefschetz, entonces decimos que f es de Lefschetz.

Demuestra que si f es una funcién de Lefschetz y X es
compacta, entonces f tiene una cantidad finita de puntos
fijos.

Ejercicio 13 2 puntos

Sea f: X — Y una transformacién diferenciable entre va-
riedades lisas. Sea Z una subvariedad de Y y asume que f
es transversal a Z.

Demuestra que si p € f~(Z) entonces se cumple:

T =1 (2) = (Dpf) " (T1(p) 2)

Ejercicio 14 2 puntos

Si X es una k-variedad de R™ y p € X es un punto arbi-
trario, demuestra que existe un isomorfismo lineal T que
permuta las coordenadas de R", abiertos Y C X vecindad
de py V C R¥ y una funcién diferenciable f : V — R*=F
tales que

¢(U) = {(wl,...,xk,f(xl,...

Es decir, salvo una permutacion de las coordenads, toda va-
riedad es localmente la grafica de una funcién diferenciable.

yxp)) (@1, ..., xk) € V]

Ejercicio 15 2 puntos

Si X es una k-variedad de R™ y p € X es un punto arbi-
trario, demuestra que existe un subconjunto de k funciones
coordenadas x;,,...,x;, tales que la funcién

f(l’) :(xi17"'7$ik)

restringida a una vecindad abierta de p en X es una carta
coordenada.
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Ejercicio 16 2 puntos

Considera el conjunto de matrices:
SO(n) = {M € Mat,xn(R)|MM"'=1d y det(M) = 1}.

Demuestra que SO(n) es una variedad diferenciable.

Fin de la tarea




